Triangles rectangles

Définitions :

L’hypoténuse

. Le cOté adjacent a
'angle C —
. Le cOté opposé a

'angle B | . Le Cﬁt/e: adjacent a
A I'angle B
. Le cOté opposé a
'angle C.
Remarque :

Dans un triangle rectangle, I'hypoténuse estus gtand cote.

Théoremele Pythagoreadmis
» Dans un triangleectangle le carré de I'hypoténuse est égal fa |
somme des carres des deux autres coOtés.
» Soit ABC un trianglegectangleen A.
Alors BC2 = AB2 + AC2

/N\  Cette propriété ne s'appliqugue dans lestriangles
RECTANGLES.
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Exemple 1 : recherche de I'hypoténuse.

Soit ABC un triangle rectangle en A tel CILFé
AB=3cmet AC=4cm. g C

a2)

Calculer BC. AT acm

Dans ABC rectangle en A, d'apres le theoreme dealgpte,
BC2 = AB2 + AC2

doncBC2=32+42=9+ 16 =25

donc BC =/25 = 5 cm

Exemple 2 : recherche d'un "petit" coté.
Soit CDE un triangle rectangle en E tel qug

CE=5cmetCD =13 cm. . L3 cm
Calculer DE. o D

E

Dans CDE rectangle en E, d'apres le théoreme deéyte,
CD2 = CE2 + DE?

donc 132 = 52 + DE?

donc 169 = 25 + DE?
|25 |25

donc 144 = DE?2

donc DE =144 =12 cm.
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Exemple 3 : recherche d'un "petit" coteé.

- Soit CDE un triangle rectangle en E tel qu% Lem
'CE=5cmetCD=12cm. 5

Calculer DE.

5 cm

M

Dans CDE rectangle en E, d'aprées le théoreme deyte,
CD2 = CE2 + DE?

donc 122=52+ DE?

donc 144 = 25 + DEZ2
|25 |25

donc 119 = DE?

donc DE =/119= 10,9 cm.

Propriété radmise

» Dans un triangle, si le carré d'un coté est edal somme des

carrés des deux autres cOtés alors le triangleetsingle.

» Soit ABC un triangle.
Si BC?2 = AB2 + AC? alors le triangle est rectangle[BC] est
I'hypoténuse ; le triangle est rectangle en A.
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Exemple : prouver gu'un triangle est rectangle.

- Soit ABC un triangle tel que AB =6 cm, BC = 8 drA€ = 10
cm.

Quelle est la nature de ABC ?

Si ABC etait rectangle, I'nypoténuse serait [AQ] cast le
plus grand coté.

D'une part AC2=102=100

D'autre part AB2 + BC2=62+ 82=36 + 64 = 100

Donc AC2 = AB2 + BC2 donc d'apres la propriéte péague
de Pythagore, ABC est rectangle encBr([AC] est I'hypotéenuge

Résumeé :

me Pythagore

[BC] est le plus grand coté
ABC rectangle en A BC2 = AB2 + AC?

Propriété réciproque de Pythagore

Contraposee :

» Dans un triangle, si le carré du plus grand c@stpas egal a la
somme des carrees des deux autres cotes alaemnigiern'est
pas rectangle.

» Soit ABC un triangle.

Si [BC] est le plus grand coté et B€2AB2 + AC? alors le
triangle n'est pas rectangle.
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Exemple : prouver gu'un triangle n'est pas recaang|
Soit ABC un triangle tel que AB=5cm, BC =7 drA€ =6 cm.
Quelle est la nature de ABC ?

Si ABC était rectangle, I'hypoténuse serait [BCi cast le
plus grand coté.

D'une part, BC2 =72 =49

D'autre part AB2+ AC2=52+62=25+36 =61

Donc BC2# AB2 + AC? d'apres la contraposée de Pythagol
alors ABC n'est pas rectangle.

Préliminaire
Dans un triangle rectangle, les rapports suivaatdépendent
gue de la mesure de I'angle et non de celles dés c6
= Coté adjacent a l'angle aigu sur 'hypoténuse
= CoOté opposeé a I'angle aigu sur 'hypoténuse
= CoOté opposeé sur coté adjacent du méme angle aigu
On les appelle respectivementi ; et de
I'angle aigu.

Démonstration C
Comme (A'C) et (AC) sont \

c

perpendiculaires a (AB) alors

(AC)IA'C). \
Comme (AC)//(A’'C’) et comme B, O ]

A’, A et B, C’, C sont alignés, d’apres A B
le théoreme de Thales

BA' BC' AC'
BA BC AC

v3 - Triangles rectangles [506/01/2015 09:23:0006/04/2015 22:29:00 Hervé Lestienne Page 5 sur 18



BA'x BC = BC’' x BA

1+BC’ 1+BC 1+BC’ 1+BC
BA' BA .
donc gc: = 'BC = cosinus de I'anglé3
BC'x AC= BC xAC’
1+BC’ 1+BC 1+BC 1 +BC
AC A'C' R
donc BC = BC' — sinus de l'angle3

BA’x AC = BAxAC

1+BA’ | +BA 1+BA | +BA’
AC A'C’ R
donc BA = BA' - tangente de I'angl®
Propriete

Dans un triangle rectangle :

= Le cosinus d’'un angle aigu est le quotient du atlacent a
cet angle par I'hypoténuse.

= Le sinus d'un angle aigu est le quotient du cotosp a cet
angle par I'hypoténuse.

= La tangente d’'un angle aigu est le quotient du opigosé a
cet angle par son coté adjacent.
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Formules

Soit ABC un triangle rectangle en A. /\
COié) = Q—CB: sin(é) = AC tan(é) = A_C C

BC “AB °

cosC) = % sin(C) = 2—5 tan(é) = 2—2

Comment se rappeler des formules ?
Methode 1 :
SOHCAHTOA
- Sin = Opposeé /Hypoténuse Cos =Adjacent /Hypoténuse
Tan =Opposé /Adjacent

CAHSOHTOA
— Cos =Adjacent /Hypoténuse Sin = Opposé /Hypoténuse
Tan =Opposé /Adjacent

Méthode 2 :
COSADJHYP — COSinus =ADJacent HYPoténuse
SINOPPHYP — SINus =OPPosé /HYPoténuse

TANGOPPADJ — TANG ente =OPPosé /ADJacent

Utilisation de la calculatrice :
@® Bien veiller a ce que la calculatrice soit en «dmdegre ».

Calcul d'une ligne trigonométrique lorsqgue l'on oait une

mesure de I'angle :
= On appuie sur la touche COS jou SIN|ou TAN, puidame

une mesure de I'angle et on appuie sur la touche =
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Calcul d’'une meure d’'un angle lorsque I'on conrsait Sinus ou

sSon cosinus ou sa tangente :

w On appuie sur la touche CA%u SINY ou TANT, puis on
tape la valeur de la ligne trigonométrique et opui® sur la
touche =
Sur certalnes machines les touches G@a SINY ou | TAN'

sont remplacées par les touches ACS ou ASN ou ATN

On obtient ses touches en appuyant préalablement douche

SHIFT ou SECONDE (souvent en haut a gauche).

Exemple d’exercice 1 : (recherche d’'un cété).
Enonce : A

Soit ABC un triangle rectangle en 3cm
tel que AB = 3 cm etC = 40°.
Calculer AC. B

Réponse :
Dans ABC rectangle en A,

& |

40° C

/ /
AB 3
tan ) = pc donc tan(40°)

~AC

3
AC = an@o) = 3,58 cm.\

Je résous I'équation et donne éventuellement uleeiivapprochée du résultat.
Jai tape : @ tan 40 =
Je n'oublie pas de mettre en valeur le résultat et'écrire I'éventuelle unité.
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Exemple d’exercice 2 (recherche d’'un angle).

Enoncé : .
Soit ABC un triangle rectangle en A t /\
gque AB =3 cmet BC =8 cm. Calculer u LN

mesure, au degré prés, de

Réponse :
Dans ABC rectangle en A,
.~ AB 3 3
sin (C) = BC donc sm C) =g doncC farcsin@)zzzc.
4 1
Je cherche l'anglec. Je|| Je r'emplace les | J'ai tapé :

. Ay s <] -1 —
connais son coOté opposé|| inconnues  paf | |sin ISE . =
I'hypoténuse. les données de|Je n'oublie pas de

I'énoncé. mettre en valeur le
La formule dans laquellg Je simplifie,| | résultat et I'unité
interviennent  ses  troig éventuellement | | (degré)
guantités est le sinus. la fraction.

Propriéte : admise
Soita un angle.

cos?@) + sin2Q) =1

sin(o)

tan() = cost)
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Exemple d’application :
Soita un angle tel que cosj = 0,6.
Calculer sin@) et tan@).

Comme cos¥) + sin?Q) =1
alors 0,62 + sing() = 1

donc 0,36 + sing) = 1
donc sin%¢) = 0,64

donc sin¢t) = 0,8

_sin(w) 08 4
Comme'an@) = cos) alors 1M = 7= =~
Propriéte
admise

Si un triangle est inscrit dans un cer(des
3 sommets sont sur le cerck) a pour coté u
diametre du cercle, alors ce triangle eSst
rectangle.

Remarque
Les deux conditions sont indispensables. Si oardéve une,
le triangle n’est pas rectangle.

Aucun coté ne passe par le centre lde triangle n’est pas inscrit dans le
cercle. cercle.

v3 - Triangles rectangles [506/01/2015 09:23:0006/04/2015 22:29:00 Hervé Lestienne Page 10 sur 18



Propriétée du cercle circonscrit au triangle

rectanglcadmise <
Si un triangle est rectangle, alors le cen
de son cercle circonscrit est le milieu de

I’hypoténuse.
Définitions
On appelleangle
On appelle PPetid
A . . au centre a un
angle inscrit| &
8 | cercle, un angle
B a un ceree, 5 formé par un
un anagle .
formeé gar point du cercle,
o . _p le centre et un
¢ rois — points autre point du
du cercle.
cercle.

Proprieté (admise)

La mesure d'un angle au centre est le doubl
la mesure d'un angle inscrit qui intercepte le md
arc.

AOB =2 x ACB

Propriété
Deux angles inscrits qui interceptent le mé
arc ont la méme mesure.

ACB = ADB
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Démonstration :

L'angle au centrdOB et I'angle inscritACB interceptent le méme arc AB
doncACB =AOB =+ 2.

L'angle au centrdOB et 'angle inscritADB interceptent le méme arc AB
doncADB = AOB =+ 2.

CommeACB = AOB + 2 etADB = AOB + 2 alorsACB = ADB.

Conséguence immédiate (propriété du triangle rectangle inscrit

dans un cercle) C
Comme [AB] est un diametre du cercle '\
centre OAOB = 180°. A .
Comme l'angl&ACB et AOB interceptent Ie ‘"

méme arc AB, alor&CB = AOB =+ 2
donc ACB = 180+ 2 = 90° donc ABC es.
rectangle en C.

Exemple d'exercice :
Enonceé :
a- Déterminer les mesures des angles
triangle 1AB de la figure ci-contre.
b- CalculerBOD.
Réponse :
a- Dans le triangle CDI,
| =180 - C +D) doncl = 180 — (50 + 20) donk= 110°.
CommeAIB et CID sont opposés par le sommet, ajatB = 1109.

Comme les angles inscriBAD et BCD interceptent le méme aBD alors
BCD =BAD = 509.
Dans le triangle ABI, comme la somme des mesuessatigles d'un triangle
vaut 180°,
alorsB = 180 — A + 1) doncB = 180 — (50 + 110) dori8 = 20°|
b- Comme l'angle au centBOD et I'angle inscriBCD interceptent le méme arc

BD alorsBOD = 2xBCD doncBOD = 2x 50 dondBOD = 100F.
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cosinus sinus|tangente
30° ﬁ l ﬁ
2 | 2| 3
45° \/E \/E 1
2 2
60° 1 @ J3
2 | 2

Exemple d’application :
Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB en7 et

B =60°.
Calculer AC

Dans ABC rectangle en A,

~  AC _
tan(B)—E OICmctan(60’ )—7 donc

donc AC=7+/3 ¢cm




Polygones réguliers

A - Généralités

Définition :

Un polygone reguliera n cotes est une figL
= qui a n cOotés de méme mesure

= dont les angles sont égaux. l

¢ Polygone
régulier a 10
coOtés

Propriéte :
Dans un polygone regulier a n cotés :

360
* les angles au centre mesurent to%s

degres

= les angles formés par 2 c6tés conséct'
360

mesurent tous : 1807 i
» |les sommets sont équidistants du centre

polygone
Démonstration :

Comme les angles au centre sont tous égaux et edamsomme de tous ces angles vaut 360°, on &

AOB =BOC =COD = ... :%0.

Comme A et B sont équidistants de O alors OA =d0Bc ABO est isocéle en O do@/o;B = @
— T — T
Dans ABO, la somme des mesures des angles vautdb800OAB + OBA + AOB= 180°.
360 360) .

Donc6l3\A + 6B\A +T =180 donc ﬁﬁ =180 3—20 donc@ = (180—Tj

2.

On prouve, de méme, q@ = (180—3—?)}2.

360

Comme6l3\A eth\C sont adjacents aloﬁ = 6B\A + 6I3\C =180 - 180 —A/O\B.
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B - Polygone réqulier a 3 cotés (triangle équilatéral)

Remarque :

AOB =%)= 120°.

ABC = 180 — 120 = 60°.

Construction avec la regle (non graduee) et le

compas T

1.Tracer un segment [AB].

2. Tracer les cercles de centres A et B, de rayo
AB.

3.1ls se coupent en deux points. On appelle C I
d’eux.

4.ABC est un triangle équilatéral.

C - Polygone réqulier a 4 cotés (carré)

Remarque : B
AOB =%)= 90°. o
ABC =180 — 90 = 90°. e h S

Construction avec la regle (non graduee) et C

compas
1.Tracer un segment [AB]. |F
2. Tracer la demi-droite [BA). /)C\

3.Tracer le cercle€€; de centre A et de rayon
AB : il coupe [AB) en E.
4.Tracer la médiatrice de [BE] : tracer deux 3 ‘B
cercles de centres B et E et de méme rayon ;
Is se coupent en F. Tracer (AF).
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5.Tracer le cercle de centre A qui passe par B oulpe [AF) en
D.

6. Tracer les cercles de centre B et D de rayon A8sa coupent
en C.

D - Polygone régulier a 5 cotés (pentagone régulier)

Remarque :

msz%)z 72°. : :

ABC = 180 — 72 = 108°.

Construction avec la regle (non graduée) et le compas

1.Tracer un cercl€; de centre O.
2. Tracer deux diametres .

perpendiculaires [AG] et [FH].
3.Placer le point | au milieu de [GO] (on

trace la médiatrice de [GO]). ¢ T o 3

B

4.Tracer le cercle de centre | qui passe
par F. Il coupe [OA] en J.
5.Tracer la mediatrice de [OJ]. Elle

coupe le cercl€, en B et E.
6.Reporter la longueur AB sur le cercle ; on obtiestpoints C et

D.
7. Tracer le pentagone regulier ABCDE.

D
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E - Polygone régulier a 6 cotés (hexagone régulier)

Remarque :

AOB =%)= 60°.

ABC = 180 — 60 = 120°.

Construction avec la regle (non graduée) et le compas

1.Tracer un cercle de centre O. . A

2.Placer un point A sur le cercle.

3.Reporter 5 fois le rayon sur le cercle d )
maniere a placer les points B, C, D, E et F.¢ ©

4.Tracer 'lhexagone ABCDEF. \ /

F - Polygone réqulier a 7 cotés (heptagone régulier)

A
Remarque : G B
_360_ o
AOB = 7 = 51,43°. . )
ABC =180-51,43=128,57°. | |
E D

Construction : On ne peut pas construire ce polygone avec
regle et le compas

G

1.Tracer un cercle de centre O. e

2.Soit A un point de ce cercle. \

3.Soit B un point de ce cercle tel que S
AOB :@ = 51,43°. - “Ts14°

4.Reporter la longueur AB sur le cercle de B
maniere a construire les points C, D, E, ; /
FetG. x‘c

5.Tracer I’heptagone ABCDEFG.
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G - Remarque :

Savoir tracer un polygone et savoir en calculelolagueur

permet de déterminer une valeur approchée du nomléest la
méthode employée par les grecs dans l'antiquité.

Archimede a ainsi encadré un cercle par deux polgg de
192 cotés. Il a déeterminé les longueurs des delygpoes et il a
trouvé pour encadrement de

10 1
3+2(n (34> it envi
71< m( > soit environ

3,1408 << 3,1429.

Sur cette figure, on a encadré le cercle par delygpnes a 12 cotés.
On remargque que la longueur du cercle est tredprde celle des polygones.
Pour un polygone a 192 cotés, c’est beaucoup pppdnt.
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